A pontokból vagy érintőkből és a conjugált háromszögből meghatározott kúpszelet nemének eldöntésére szolgáló kritériumok by Hunyady, Jenő
Digitalizálta 
a Magyar Tudományos Akadémia Könyvtár 
és Információs Központ 
1826 

ÉRTEKEZÉSEK 
A MATHEMATIKAI TUDOMÁNYOK KÖRÉBŐL. 
KIADJA A MAGYAR '.fuDoMÁNyos AKADÉMIA. 
A III. OSZTÁLY RENDELETÉBŐL 
SZERKESZTI 
SZABÓ JÓZSEF I 
OSZ1'ÁLYTITKÁH. . 
VII. KÖTET. XXV. SZ,Ül. 1880. 
A PONTOKBÓL, VAGY ÉRINTÖKBÖL 
ÉS A CONJUGÁLT 
HÁROMSZÖGBŐL MEGHATÁROZOTT KÚPSZELET 
NEMÉNEK ELDÖNTÉSÉRE SZOLGALO 
KRITÉRIUMOK. 
HUNYADY JENŐ 
LEV. TAGTÓL. 
~ (Előadta a III. osztály tUésén 1880. október 18-án .) 
./ (\. .. í ·. 
/ '1 t:;_:„ ,., 
• ' - '" • 'l.i.. ! , ..,,, , .,..,, r--· , . ,,. g~~~~'J 
t, , , , i! , , , 1 -e;_ Ára 10 ~.:,.._ 6"- . I ,' . - ..... ~ '" , . A,, tr. „. „ - l t...JJ , 
1 ·i- , '1\ f; f..I; Hl1' i 1i ' ,1 
\ ' ' ,, t/1 ./ . ' 
• (\ • •I 1~ 
\ '~- ,dl!•i~ .\ :i \ ~.::x· . ,-:• ... BUDAPEST, 1881. 
~;:·i:·M: TUD. AKADÉMIA KÖNYVIUADÓ-HIVATALA. 
(Az akadémia épületében.) 
1 
l 
1 . 

. APONTOKBÓL, VAGY ÉRINTÖKBÖL 
ÉS A CON.TUGÁL11 
HÁROMSZÖGBŐL MEGHATÁROZOTT KÚPSZELET 
N.EMENEK ELDÖNTÉSÉRE SZOLGÁLÓ 
KRITÉRIUMOK. 
HUNYA DY .l ~N Ö 
T.F.V. TAGTÓL. 
(El adt  ~ . oszl;íly ülésén 1880. október l 8-áu.) 
BUDAPEST, 1881. 
A :M. T. AKADJ!:MTA RÖNYVKJADÓ-llVA'l'ALA. 
(Az Aka<6min c'•pilrfc'•bcn.) 
, 
B ndaper,t , 1Rf1. A z A t 11 (' ~ '11 m r . t á ri:. ii · 11~· 1l :i i:t . 
, 
A pontokból, vagy i t ől és a conjugált 
g ől meghatározot kúpszelet nemének 
eldöntésére szolgáló kritériumok. 
A ő t ő czimií. értekezésében »A másodfokú 
görbék és felületek meghatározásáról« ki let mutatva, hogy 
a kúpszelet egyféleképen van meghn,tározva egy conjugált 
M g ől és két pontból, valamint szintén egy conjugált 
g ől és egy adot i tő ől. 
Ha a kúpszelet parabola, akkor, miután a parabola négy 
lt t l ől van meghatározva, a parabola meghatározására 
szükséges és elégséges adatok a t ő  lesznek: 
a) A conjugált háromszög és egy pont. 
b) A conjugált háromszög és egy i tő. 
Az a) alati esetben vagy két parabolát nyerünk, vagy · 
egyet sem, a b) alati esetben pedig a feladat követelményei-
nek mindenkor egy parabola felel meg. 
A t ő sorok czélja l ő sorbn,n azon kritéri11mok 
felkeresésében ál, hogy az a alati adatokból mikor van két 
parabola meghatározva és mikor egy sem. rovábbi czélja pedig 
e soroknak annak eldöntése: 
1. Mi}rnr lesz az egy conjugált g ől és két 
adot pontból meghatározot kúpszelet elipsis és mikor hyper-
bola? 
2. Mikor lesz az egy conjugált g ől és két adot 
i t ől moglmt{trozot kúpszelet és mikor hyperbola. 
M, T. ATC i'.:RT. A MATn. TUD. J<iH !~ . \'lf. JL 25. SZ • . · l* 
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BEVEZETÉS. 
1. Legyenek x, y és u, v a currens orthogonál pont-és 
vonalcoordináták, továbbá x;, yi az i pont coordinátái, it·A·, ·vk 
pedig a k egyenes vonalcoordinátái. Végre még a t ő 
elöléseket használjuk : 
1 
V; 1 1 i =q_;k 
tik 1 1 
Xi 
X k 
x 
X; 
Xk 
Yi 1 
Yk 1 = (ikO) 
y 1 
y; 1 (a) Yk 1 = (ikl) 
2. A ő  bizonyos azonos egyenletekre lévén szük-
ségünk, azokat most fejtjük ki. 
Ha ugyanis a t ő determinánst: 
1 
~  l/43 ~  
5o 1 1101 J01 
'e !"' 1 <:-21 l/21 J 2 1 
.... (e) 
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a t ő l sokszorozzuk: 
X4 Y4 1 
Xa Ya 1 
x y 1 
akkor az g lő t ő  elhagyása után találjuk, hogy: 
1 ;48 l/43 .r:a 
1 
;01 '101 .Í01 = -(123)(140)+(124)(130) ... (d) 
;21 121 .Í21 
ha pedig a (e) alati determinánst a t ő l sokszorozzuk, 
akkor találjuk, hogy : 
;43 l/13 .r:a 
~1 1/01 .Í01 = (120)(134) .. (e) 
;21 121 .Í21 
és így a (cl) és (e) alati egyenletek összehasonlításából a követ-
ő nevezetes egyenletet nyerjük: 
(124)(130)-(134)(120) = (123)(140) .. (f) 
és ehhez hasonlóan a t ő egyenleteket : 
(124)(230)--(234)(120) = (123)(240) } 
(134)(230)-(234)(130) = (123)(340) .. (g) 
1. §. Az 123 háromszögnek conjúgált és a  4 ponton t ő 
kúpszeletsm·eg egyenletének meghatározása. 
3. Az lő t tt jelölések melet az 123 háromszög-
nek conjugált kúpszelet egyenletét a t ő  írhatjuk: 
!i,1(023)2+A,2(013)2+A,3(012)2 = O, •.•• (1) 
mely egyenletben },1, },2, A,3 határozatlan paramétereket jelen-
tenek. Annak feltétele pedig, hogy az (1) alati kúpszelet a  4 
ponton is átmegy, a t ő : 
A1(234)3+J,2(134)2+J,3(124)2 = 0 ... (2) 
Az (1) és (2) alati g l t ől },1-et kiküszöbölve és 
}.3 - =-A-val téve, a t ő egyenletet nyerjük: Az 
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1 (023)2 (013)
21-), 1 (023)2 (012)2 1 = 0 (234)2 (134)2 (234)2 (124)2 ! ' .. (3) 
mely a  4 ponton t ő és az 123 háromszögnek conjugált 
kúpszeletsereg egyenletét fejezi ki. 
A (3) alati egyenletet még redukálhatjuk, ha azt a 
t ő alakban hjuk: 
· )(134)(230)+(234)(130)! )(134)(230)-(234)(130)!-
-/. )(124)(230)+(234)(120)! )(124)(230)-(234)(120)1 = 0. 
vagy ha it még a (2) alati egyenletekre vagyunk tekintetel, 
akkor a kérdéses kúpszeletsereg egyenletének a t ő ala-
kot adhatjuk: 
l (134)(230) + (234)(130) ! (340)-
-A !(124)(230)+(234)(120)!(240)= 0 .. (~  
4. A t ő egyenletek : 
(124)(130)-(134)(120) = 0 \ 
(124)(230)-(234)(120) = 0 .. (5) 
(134)(230)-(234)(130) = 0 
az (f) és (g) alati cgyenleteknél fogva így írhatók: 
(140) = 0} (220) = 0 „ „ (6) 
(340) = 0 
mely egyenletekben az 1 ~ 24 és 34 egyeneseknek az egyenle-
teit ismeijük fel. 
A t ő egyenletek által kifejezet egyeuesek pedig -
(124)(130)+(134)(120) = 0 l 
(124)(230)+(234)(120) = 0 .. (7) 
(134)(230)+(234)(134) = 0 
Az 123 háromszög csúcsaiban találkozó olclalpárhoz a 
(6) alati egyenesekkel harmonikusan conjugált egyenes pára-
kat fejezik ki, mit könnyen belátunk, ha a (7) alati egyenlete-
ket az (5) alatiakkal összehasonlítjuk. 
Ha, tehát az 123 háromszögben az 12 és 13 oldalakhoz: 
és az 14 egyenesnek conjugált negyedik harmonikust megszer-
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kesztjük, melyet a-vaJ jelölünk és épen így a 23, 21 oldalpár-
nak és a 24-nek conjugált negyedik harmonikust b-vel, vala-
mint a 31 és 32 olclalpárnak és a 34-nek conjugált negyedik 
harmonikust c-vel jelölve, az a, b és c egyenesek egyenletei a 
(7) alati egyenletek. 
5. A (4) alati kúpszeletsereg a t ő pontokon 
megy át: 
[4] .. (240) = o, (340) = 0 
[24, c] .. (240) = O, (134)(230)+(234)(130) = 0. 
[34, b] .. (340) = o, (124)(230)+(234)(120) = 0 [u, c] .. (124)(230)+(234)(120) = o, ( l 34)(230)+ 
-\-(234)(130) 
A (4) alati egyenlet mutatja továbM, hogy a kérdéses 
kúpszeletsereget épen úgy hatá1·ozzák meg a 4, [24, c ], [34, ú] 
és [b, c] pontok, valamint azt a  4 pont és az 123 conjugált 
háromszög meghatározzák. 
Ezek által g lő  a t ő tételt nyertük: 
»Ha az 123 há1·omszög 2 és 3 csúcsciban az azokban 
találkozó oldalpárhoz és az ill tő csúcsokat a  4 pontal össze-
tő egyenesnek conjugcílt b és c hai·monikis vonalakat szer-
kesztjük, cikkoi· a 4 ponton t ő és az 123 háromszögnek 
conjugcílt kúpszeletsm·eg még a 4 ponton kivil a [24, c], [34 b] 
és [b, c] cllancló pontokon megy át.« 
6. Ezen tételt symmetrikusabb alakba,n mondhatjuk ki 
a t ő megjegyzések folytán.: 
Az lő i  szerint az (123)-mal sokszorozot 24 egye-
nes egyenletét így is írhatjuk: 
(124)(230)-(234)(120) = 0 
a e egyenes egyenlete pedig 
(134)(230)+(234)(130) = o, 
ha most e két g l t ől (230)-t kiküszöböljük, akkor a 
(234) t ő elhagyása, t~  a t ő egyenletre jövünk: 
(134)(120)+(124)(130) = o, 
melyben a;-: ci egyenes egyenletét felismerjük. Mindez azt bizo· 
nyítja be, hogy 24 és e egyenesek metszés pontján az a egyenes 
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is átmegy, minél fogva a [24, c Jpont az [ c, a] pontal pó-
tolható. 
Hasonlóképen írhatjuk az (123)-mal sokszorozot 34 
egyenesnek az egyenletét a t ő  : 
(134)(230)-(234)(130) = 0 
a b egyenesnek az egyenlete pedig a t ő : 
(124)(230)+(234)(120) = 0 
ha pedig ezen g l t ől (230)-t küszöböljük ki, úgy a 
(234) t ő elhagyása után a t ő egyenletre jövünk: 
(134)(120)+(124)(130) = 0, 
melyben az a egyenes egyenletét felismerjük, mi tzt bizonyítja 
be, hogy a [34, b] ponton az a egyenes is átmegy, a miért a 
[34, b] pontot szintén [a, b]-vel jelölhetjük. 
Ezen megjegyzések folytán az lő i számban kimondot 
tételt a t ő alakb:m mondhatjuk ki : 
I. »Ha az 123 hárornszög mindeg,qik csúcsában az abban 
találkozó két oldalhoz és ciz ill tő csúcscsal a 4 pontcil össze-
tő egyeneshez ez itóbbinak c01ijigált negyedik hcmnonikus 
su.gamt sze1·kesztjük, és ezeket a) b és c-vel j elöljik) cikkor a 4 
ponton t ő és ciz 123 háromszögnek conjugcílt kúpszelet 4 
ponton kívíil még a [b) ej, [c, a] és [a) b] cílandó pontokon 
megy át.« 
7. Ezen tétel segítségével a j elen esetekben a l~t 
nemének eldöntésére szolgáló kritériumokat a Mő i - l  kri-
tériumokból vezethetjük le, és a t ő tételeket nyerjük: 
II. »Az adot ponton át is valamely háromszögnek con-
jigáltcin vagy két pm·abola lehetséges) vagy pedig egy sem) a 
niként az adot pont ci [b) c], [e) a] és [a) b;] pontokkal e,qyilt 
vagy olyctn helyzetben van) hogy ezen pontok közil bármely 
hál'om a negyediket kizá1·jci) vagy pedig nem. 
III. A két adot pontból és egy conJigcílt há1·omszögböl 
meghatározot kúpszelet nemét a t ő  döntjük el: 
JVfeghatározzuk elöszö1· az egyik cidot pontból és a con-
jngcílt g ől, a [b, c], [c, a] és [a, b] pontokat, akkor 
ezen pontok és az ctclot két pontból rnindig négy olyant választ-
hatm1k ki, ct melyen két pambola rnegy át, ha az ötöd1'.k pont 
A PON'fOKUór, VAGY tHINTÖKBÖI, }l;S A CONJ OGÁLT stu. 9 
mind a két pambolán belil, vagy peclig mind a ketön kívül 
fekszik a kúpszelet hyperbola, ha pedig az ötödik az egyik 
pambolcín belül és a másikán kívil fekszik, akko1· a kúpsze-
let elipsis. « · 
2. §. Az frintöböl és egy conjigcílt hcírom oldalból meghatcíro-
zot kúpszeletsereg egyenlete. 
8. Azon kúpszeletsereg egyenlete, mely az 123 hfa·om-
oldalunk conjugált, a t ő: 
/,1[230]2+!.2[130]2+/,3[120]2 = 0 .. (1) 
azon feltétel tehát, hogy az (1) alati kúpszelet a  4 egyenest 
érint e ez lesz : 
/,1 [234]2+ /,2 [134]2+/,3[124]2 = 0 .. (2) 
h<t pedig az (1) és (2) ala.ti g l t ől A1-et elimin{tljuk és 
),3 1 1 t „ k k" t1- " 1 j. t „. k ),_ = -r.-vaeszszu,a ·ove Ji_ezo egyen ecenyerJn : 
0 
\ 
[230]2 [130]2 \ • 1 ~ (120]2 j -[234]2 L134J2 - 7• [234]2 (124]2 -o, · · · C3) 
mely a 4 egyenest i tő és az 123 háromoldaluak conjugált 
kúpszcletsereget fejezi ki. Ezen egyenlet az (f) és (g) nhtli 
egyenletek tekintetbe vételével, még a t ő alakra hozha.tó : 
l [134][230] + [234](130] 1 [340] + 
+l[l24][230]+[234[120]![240] =0 .. (4) 
9. A t ő pontok egyenleteit: 
[124][130]-[134][120] = 0 l 
[124][230]-[234][120] = 0 .. (5) 
[134][230]-[234][130' = 0 
az (f) és (g) abti egyenleteknél fogva, a t ő nJakrn 
hozhatjuk: 
[140] = 0 } [240] = 0 „ „ (6) 
[340] = 0 
mely egyenletek ~L 4 egyenes és az 123 háromoldal oldalainak 
metszéspontjait fejezik ki. Jelöljük ezeket ci, bés c-vel. 
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.A t ő pontok pedig: 
[124][130]+[124][130] -0 \ 
[124][230] + [234 ][120] = o r' „ 
[134][230]+ [234][130] = 0 
(7) 
az 1, 2, 3 oldalok végpontjaihoz és az a, b, e pontok1rnk conju-
gált negyedik harmonikus pontokat fejezik ki. A (7) alati pon-
tokat a', 1) és c'.-vel jelöljük. 
10'. A ( 4) alati g l t ől kite'tszik, hogy a, kérdéses 
kúpszeletsereg a 4 egyenesen kívül még 
b' e', be': és cl) 
g től érintetik. 
A be' és b'c egyenesek aa' ponton mennek át, mit a követ-
ő  bizonyítunk be. A (123)-mal sokszorozot b pont-
nak az egyenletét így irha,tjuk: 
[124][230]-[234 J[120] = 0 
a e' poutna.k az egyenlete pedig: 
[134][230] + [234 ][130] = 0 
lut pedig ezen két g l t ől [230]-t kiküszöböljük, akkor a 
t ő egyenletet nyerjük.: 
[124][130]+[134][120] = 0 
mely a a' pontnak az egyenlete és így látjuk, hogy a b, e' és 
(t pontok ugyanazon egyenesben feküsznek. Hasonlóképen bizo-
nyítjuk be, hogy a e, b' és a' pontok is ugyanazon egy egyenes-
ben fekszenek. Mindezeket a t ő tételben foglalhatjuk 
össze. 
IV. »A 4 egyenest friniö és az 123 há1·0111oldalnak con-
Jngált kúpszeletsereg a 4 egyenesen kívil még a b'c', c'a' és a'b' 
egyeieseket éi'inti. « 
Ezen tétel segitségével a kérdésben forgó esetekben a kúp-
szelet nemét a Mő i - l  kriteriumok segítségével dönt-
hetjük el. 
V. J}findig van egy pwrabola, mely egy egyenest érint 
és egy adot háromoldalnak conjngált. 
A PONTOKBÓL VAGY ÉRINTÖKBÖL ÉS A CONJUGlLT stb. 11 
VI. A két adot egyenest i tő és a háromolüalnak cou-
jugált kúpszelet nemét a t ő  döntjük el: 
.Meghatározzuk mindenek lőtt az egyik egyenest i tő 
rs a háromoldalnak conjugált parabolát, azután a háromoldal 
oldalainak a, b, e metszés pontj ait ezen i tő , valamint még 
minden oldalon a  két végponthoz és az a, b, e pontoknak cou-
jugált negyedik harmonikus a', lJ, e' pontokat, akkor, ha 
a) H a a második egyenes nem .metszi a  par abolát, <t 
kúpszelet elipsis vagy hyperbola, a mint ugyanazon egyenes 
az a, b, e, a', b', e', pontokat páratlan vagy páros számban vú-
lasztja el. 
b) H a  pedig a második g ~  a parabolát metszi, akkor 
a kérdéses kúpszelet e1lipsis vagy hyperbola, a mint ugyantzou 
egyenes az a, b, e, a', b', e' pontokat páros, vagy pedig páratlan 
számban választja el. 
F elhn,sználom ez alkalmat a t ő i  érteke 
zésemben: )A Mő i - l  kriteriumokról a kúpszeletek elmé-
letében« lő d l  számítási hibák és egyébb tévedések hely-
reigazítására. 
A szóban forgó értekezés 8. lapján lő d l  meg-
jegyzés: 
Az l ő mértan ismeretes t t l ől következik, hogy 
az x5, y5 pont az ill tő parabolán kivü.l, vagy belül fekszik, 
a mint, 
és úgy szintén a (6) ahtti parabolá,n kívül, vagy belül, a mint 
.-Á ~ o, 
helytelen. Annak eldöntésére, hogy az; 5 pont melyik helyzeté-
nél lesz; a kúpszelet hiperbola és melyik helyzeténél elipsis a 
szóban forgó értekezés (4) alati feltételei szolgálnak. A mit ki 
kel mutatni az, hogy az l ő feltétnek g l lől g az 5 poi+t 
vagy mind a két parabolán kívül, vagy pedig mind a  két para-
bolán belül fekszik. Az l ő föltétel kétségkívül akkor követ-
kezik be1 ha a t ő kifejezések: 
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(125)(345)-J.1(145)(235) = (145)(235)(}.-J.1) } 
(125)(345)-J,2(1.45)(235) = (145)(235)(},-7,2) •' . (li) 
vagy egyidejüleg p9istivok, vagy pedig egyidejüleg negativok. 
A t ő  bizonyítjuk, hogy az a alati kifejezések 
mindig ugyanazon lő l , valahányszor az 5 pont az (5) és 
( 6) alati parabolákon kívül, vagy azokon belül fekszik. Vegyük 
fel a kitüzöt czél elérésére, hogy az 5 pont a 23 egyenesben 
fekszik, azaz, hogy 
(235) = o, 
akkor az (a) alati kifejezések egymás közöt g lő  lesznek 
és a t ő  mennek át : 
(125)(345); 
dc miután a 23 egyenesnek sem az (5),sem a (6) alatiparabo-
Úval a  2 és 3 pontokon kívül egyéb közös pontja nincs, azért 
a 23 egyenesnek bármely más pontja vagy mind a két parabo-
lán kívül, vagy pedig mind a két parabolán belül fekszik. Miu-
tán teMt ezen esetben az a alati kifejezéseknek lő l i ugyan-
azok, mert hisz egymással g lő , azért ugyanaz fog álani, 
ha az 5 pont a 23 g ől kilép a nélkül, hogy a két para-
bola közül az egyikét áthaladná . 
.A"' id. ért. 11. lapján lő d l  jegyzet elején 
P > 0 .f \7 < 0 hyperbola l \7 > 0 parabola 
.A 12 lapon lő d l  'V-ra vonatkozó értékekben ennek 
kel álani, 
\7 = ! (145)3(235)3(234)(134)(124)(123)7.(7.+ 1) 
vagy l-nak a (9) ahtti g l t ől dő érrtékét helyet-
tesítve: 
1 (145)(2 35)(2 34)(134)(124)(123)(125)(345) 
. \7 = 4 ! (125)(345) + (145)(235) j 
vagy hct még észrevesszük, hogy : 
(125)(345)+(145)(235) = (135)(245) 
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amint azt az id. helyen levezetük, akkor végre: 
V' = ~ (234)(134)(124)(123)(125)(345)(135)(245)(145)(235) 
Az id. h. 7 számában [13. l.] yr-ra vonatkozó megjegyzé-
sek mélyebb megfontolásokat igényelnek, mintsem ot történtek, 
a miért a t ő t kel lő ta i . 
(A háromszög területe az oldalak coordinátáiból). Ha 
az ikl háronioldalban az i, k, l oldalaknak szemben ő 
csúcsainak coorclinátáit x;, y; Xk yk és x1 yi-lel jelöljük, továbbá 
legyen: 
u, x;+v; y; +.1 = p; l 
Uk Xk+Vk yk+ 1 = pk , .. (e) 
Ut X1+t'1 y1 +1 = p1 
akkor ezen is az (a) és (b) alati jelöléseknél fogva: 
(ikl) [ikl] = P• Pk p1, .. (2) 
mely egyenletbe (ikl) determináns az (1) alati egyenletnél 
fogva vagy + 2t, vagy - 2t, amiként az ikl-i körülírás positiv, 
vagy negativ. 
Annak eldöntése, hogy a (2) képletben 2t i ő lő ll l 
dő, tehát p; pk p1 sokszorozmány és [ ikl] lő l től függ. 
Különösen lényegesnek mutatkozik az [ ikl] determináns 
lő l  meghatározása, mit a különféle lehetséges felvé-
t elek melet a t ő megfontolások segítségével fogunk 
eldönteni. 
Ha a háromszögöt akár a szögpontokból írjuk le, akár 
pedig az oldalakból, akkor e két li  mindig ugyanazon 
t l , mely g g ől következik, miután (ikl) deter-
minans positiv körülirásánál szintén positiv, hogy ekkor az 
[kl] determinans positiv, vagy negatív, amiként P• pk p1 sok-
szorozmány lő l  positiv, vagy negatív. Ha elenben az 1:kl-i 
körülírás negatív, akkor (ikl) is negatív lévén, az [ikl] deter-
mináns positiv, vagy negatív, amiként p; p1, p1 sokszorozmány 
7,negativ, vagy positiv. 
Ha átalában 
ux+vy+l p 
ekkor p lő l  csak úgy változhatik meg, ha az (x.1;) pont az 
14 HUNYADY JENŐ. 
(i1, v) egyenes egyik oldaláról a másikára megy. Ha nevezete_ 
sen (x = o, y = o) tehát az (x, y) pont a coordinátarendszer o 
dő t a, akkor p = + 1, p tehát positiv és így tehát átalá-
ban, ha az (xy) pont az (u, 1;) egyenesnek azon oldalán fekszik, 
mint a melyen a _dő t, akkor p positiv, ha pedig ezzel 
elenben az (xy) pont és az o dő t az (u, v) g től 
elválasztatnak, akkor p negativ. Ezt már most a 
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sokszorozmányra alkalmazva, találjuk, hogy ez mindenkor posi -
tiv, ha az o dő t a háromszögön belül fekszik. Az ikl 
oldalak a síkot hét részre osztják, melyek közül az l ő a három-
szögön belüli rész, a többiek pedig a csucsok és az oldalak felet 
emelkednek. Ha továbbá az o dő t egy a csúcsok feleti 
síkrészben fekszik, akkor a fentebbi sokszorozmány szintén posi-
tiv, ha pedig az o dő t egyikében az oldalak felet emel-
dő síkrészben fekszik, akkor az negatív. 
Ezeket mind egybevetve, az [ikl] determinans lő l t a 
t ő szabály határozza meg: 
»Az i) le) l egyenesek vonalcom·dinátáiból meghatározot 
[ ikl] determináns ikl-i positiv körílfrásnál fogva positiv, vagy 
negatív (negatív ködlfrásnál pedig, neyativ vagy positiv) a 
miként az o dő t vagy a háromszögön belül és a csúcsok 
felet l dő stlc1'észekben, vagy pedig az oldalak felet emel-
dő sík részekben fekszik.« 
A t ő  megvizsgáljuk az [1"kl] determináns 
változását, ha az ikl háromoldalnak oldala változik. Ezen 
változásnál az l egyenesnek a t ő  kel ügyelnünk, 
hogy 1-ször a körülhaladás iránya változik és hogy az l egye-
nes átlépi-e az ( ik) és az o pontokat. 
Ha az l egyenes az (i7c) és o pontok egyikét átlépi, a 
másikát pedig nem és pedig úgy, hogy a körílhalaclás iránya 
ne változzék, akkor o az új háromoldalban az ll ő helyze-
tet nyeri és így [ikl] az lő l t megváltoztata, De ha az l 
egyenes változásánál egyszersmind az ilcl-i körülhaladás irá-
nya is változik, akkor o nem lép át az ll ő helyzetbe (•s igy 
[üd] lő l  szintén változik. 
Ha továbbá az l egyenes helyzetének változásánál az (ik) 
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és o pontok közül vagy miud a ttőt átlépi, vagy pedig egyi-
két sem, akkor o helyzete vagy az ll ő  megy át, vagy 
pedig uem, a miut az ikli körülhaladás iránya is változik, vagy 
megmarad, most tehát [ikl] lő l t megtartja. 
Ezeknél fogva az l egyenes változásánál a,z [ikl] lő
lére nézve a t ő eredményt nyerjük : 
Ha az ikl há1·omoldalban az l egyenes helyzetét, változ-
taYa és ezen változásnál vagy az (ik) vagy pedig az o pontot 
átlépi, akkoi· az [ ikl] dete1'mináns. l~ l  változik, ha pedig az l 
egyenes az lő  nevezet két pont közül, vagy mind a tt t 
átlépi, vagy pedig egyikét sem, akkor az [ikl] determináns lő
jelét megtartja. 
Ez lő t tt megjegyzések szerint v-nak az lő
lét már most a t ő megfontolások segítségével dönt-
jük el. 
Határozzuk meg mindenek lőtt az 1, 2, 3, 4 egyenese-
ket i tő parabolát s hagyjuk meg álandóknak az 1, 2, 3, 4 
egyeneseket, holot az 5 egyenes helyzetét változtatjuk. Ennél-
fogva tehát a 'V értékben lő d l  
(234)(134)(124)( 12 3) 
t ő nem fog változni, cle a t ő t ő ; 
(12 5 )(345)(13 5)(245)(145 )(2 3 5) 
változást fog szenvedni. Mindazon háromszögökben, a melyek-
nek ezen determinánsok megfelelnek, az 5 egyenes képezi az 
egyik oldalt és az 1234 teljes négyszög 
12, 34, 13, 24, 14, 23 
csúcsai képezik az 5 oldalnak ő csúcsokat. 
Ha már most az 5 egyenesnek olyan kezdetleges helyze-
t ől indulunk ki, melynél az lő  felsorolt hat pont vn.la.-
mennyien az 5 egyenes egyik oldalán feküsznek és most :tz 5 
egyenest oly helyzetbe vezetjük át, hogy az az 
12, 34, 13, 24, 14, 23 
pontok közül az egyikét, p; az 12-t átlépi, akkor ha az 5 egye-
nes ezen változásánál az az o pontot át nem lépi, az [125] deter-
minánsnak az lő l  megváltozik, holot a többi öt detenni-
nánsnak az eliíjele változatlan marad, minélfogva 'V-nak :tz 
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lő l  g~ lt i . Ha pedig az 5 g ~ az o pontot átlépi, 
akkor [125]-nek az lő l  változatlan marad, holot a többi öt 
determinansnak az lő l  megváltozik. Ugyanez fog történni 
vala.hányszor az 5 egyenes a szóban forgó hat pont közül bár-
melyikét lépi át. E ől az következik, hogy valahányszor az 5 
egyenes az 1234 teljes négyszög csúcsainak bármelyikét lépi 
át, mindannyiszor "V-nak az lő l  megváltozik és így feltéve, 
hogy az 5 egyenes ezen változásánál az 1234 g ől 
meghatározot parabolát át nem lépi, úgy valahányszor az 5 
egyenes az 1234 teljes négyszög egyik csúcsát tl~ i, mindany-
nyiszor az 1, 2, 3, 4, 5 g ől meghatározot kúpszelet 
lli i ől hyperbolába, vagy megfordítva hyperbolából elip-
sisbe fog átmenni. 
Hogy most az dő kúpszelet nemét véglegesen eldönt-
hessük,ismernünk kel az 5 egyenes bizonyos helyzeténél a kúp. 
szelet nemét. 
Tegyük fel, hogy az 5 egyenes az 1, 2, 3, 4 g ől 
meghatározot parabolát nem metszi és hogy az 1 2 3 4 teljes 
négyoldalnak mind a hat csúcsa az 5 egyenes egyik oldalán 
feküdjék, akkor kimutatjuk, hogy a kúpszelet nem lehet elip-
sis. Mert ha öt egyenes egy elipsist érint, akkor ezen i tő  
a síkot egy teljesen bezárt és egy végtelen nagy részre 
osztják, mely síkrészek mindegyikének azon tulajdonsága 
van, hogy annak mindegyik pontjából mind az öt i tő
höz juthatunk a nélkül, hogy azok közül az egyikét tl ő , 
de egy ilyen síkrészt az említet öt egyenes ezen helyzetük-
ben nem képeznek, mert minden pontból, mint például a para-
bolán belül ő pontokról, l ől az 1, 2, 3, 4 i tő  
juthatunk az 5 egyeneshez, annak jelenlegi helyzeténél a nél-
kül nem juthatunk, hogy az l ő négy egyenes közül egyikét át 
ne-l ő . Ha tehát az 5 egyenesnek t t ől g  helyzete van, 
11kkor vezessük át azt ezen helyzetbe és legyünk figyelemmel 
p "V jegyváltásaira. A mint azután a jegyváltások páros, vagy, 
páratlan számnak, akkép lesz az dő kúpszelet hyperbola: 
vagy elipsis. 
Möbius kriteriumát tehát a t ő  mondhatjuk kii 
Az öt ad ot egyenes közül bármely négyet kiválasztva 
mindig van egy pambola, mely a négy egyenest érinti, és 
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a) Ha az ötödik egyenes nem metszi a parabolát, akkor 
a kúpszefet elipsis, vagy hyperbola, a mint az ötödik egyenes 
az l ő négy egyenes h:ü metszéspontját páratlan, vagy páros 
számban választja el. 
b) Ha pedig az ötödik egyenes a parabolát metszi, akkor 
az elipsis, vagy hyperbola, a mint az ötödik egyenes az l ő 
négy egyenes hat metszés pontját páros vagy páratlan -szám-
ban választja el. 
Ha végre az ötödik egyenes a parabolát érinti, akkor az 
maga felel meg a feladat követelményeinek. 
· A szóban forgó értekezésem, mely szintén német fordí-
tásban ~l t meg Borchardt: Journal für die r. u. a. Math. 
czimü folyóirat 89. kötetében, Durége prágai egyetemi tanárnak 
al ~l at szolgáltatot a t ő czimü értekezésének közzé-
tételére: Über die von Möbius gegebenen Kriterien etc. (Sitigber. 
der k. Akacl d. Wiss. zu Wien II. Abth. Bd. 82), melyben 
Durége az értekezésemben lő d l  hibákat helyreigazítja. 
Pusztán csak a tényálás constatálása miat említem meg, 
hogy már magam is az -~ tala tet helyreigazításokat mind 
észrevetem, kivéve az iten lő  felhozot tévedést, mely 
álításom igazolására több helyben tartózkodó i ő  
hivatkozhatom. 
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